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Jan Cieśliński Całkowanie układu równań Lotki-Volterry Białystok, 19.12.2017 1 / 34



Historia równań Lotki-Volterry

Streszczenie

Układ Lotki-Volterry jest prostym modelem typu
"drapieżnik-ofiara", opisującym koegzystencję dwóch
populacji.
Równania tego typu powszechnie występują w
zastosowaniach, zwłaszcza w biologii, chemii, ekologii czy
medycynie.
Krótko omówione zostaną własności równania i równanie
trajektorii (w postaci funkcji uwikłanej).
Głównym tematem będą geometryczne metody
numeryczne, dokładnie zachowujące wszystkie cechy
rozwiązań tego równania.
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Historia równań Lotki-Volterry Alfred J. Lotka

 

 

Alfred J. Lotka (1880-1949), 

urodził się we Lwowie. Amerykański 

chemik, fizyk,  statystyk, aktuariusz.   

ELEMENTS
OF

PHYSICAL BIOLOGY

BT

ALFRED J. LOTKA, M.A., D.Sc.

"Voil& un homme qui a fait son miens pour _enniwer
deux ou trois cents de ses concitoyens; mais son intention

6tait bonne: il n'y a pas de quoi dftniire PersepolM.
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WILLIAMS & WLKINS COMPANY
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Historia równań Lotki-Volterry Monografia (1925) dedykowana Poyntingowi

FUNDAMENTAL EQUATIONS OF KINETICS 67

able faithfulness, as will be seen from table 2 and the graph shown

in figure 4. Numerically the formula (12) here takes the form

N = 197,273,000

1+e-,-0. 03134 1'
(14)

and the time t' (in years) is dated from April 1, 1914 (t
1

, being negative
for dates anterior to this). This epoch is one of peculiar interest.

It represents the turning point when the population passed from a

progressively increasing to a progressively diminishing rate ofgrowth.

Incidentally it is interesting to note that if the population of the

TABLE 2

Results of fitting United States population data 1790 to 1910 by equation (14)

United States continues to follow this growth curve in future years,

it will reach a maximum of some 197 million souls, about double its

present population, by the year 2060 or so. Such a forecast as this,

based on a rather heroic extrapolation, and made in ignorance of the

physical factors that impose the limit, must, of course, be accepted
with reserve.

Stability of Equilibrium. The equilibrium at X = 0, i.e., with

total absence of human population, is evidently unstable, since A = a

and a is an essentially positive quantity, its numerical value being,

for the population of the United States, 0.0313395. The second

equilibrium, corresponding to the saturation point, is evidently at

FUNDAMENTAL EQUATIONS OP KINETICS

It will be convenient first of all to consider an approximation.
7

If the coefficients 3, 7, etc., are sufficiently small, we shall have,

for values of A'i, X* not too large, essentially

at

(29)

(30)

Integrating, and putting

k'a

TI (^21

a.

we obtain

d2 Iog(x + p) + n \og(y + q)
- h'ax - ay = M (33)

where M is an arbitrary constant of integration. Expanding by

Taylor's theorem we find

M' (34)

By giving successively different values to the arbitrary constant

M r a family of closed curves is obtained for the plot of (34) in rec-

tangular coordinates, as indicated in figure 13. In the neighborhood
of the origin, where terms of higher than second degree are negligible,

(34) reduces simply to

(-
-^ = constant (35)

P~ <f

and the integral curves are small ellipses.

7 It will be observed that the "diagonal" terms in the linear part of (27),

(29) are lacking, i.e., there is no linear term containing 2V2 in the first equation
of (27) and none containing NI in the second. This gives rise to an exceptional
case to which the general solution given in Chapter VI is not applicable.
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Historia równań Lotki-Volterry Monografia (1925) dedykowana Poyntingowi

Dygresja: Prawa Lotki (statystyka)

Bibliometria, lingwistyka (1926). Liczba autorów
cytowanych nnn razy (albo mających w danej dziedzinie
nnn publikacji) jest odwrotnie proporcjonalna do n2n2n2

(ściślej: do pewnej potęgi w przybliżeniu równej 2).

Demografia (1939). Struktura populacji zamkniętej,
charakteryzującej się stałą płodnością i
umieralnością, osiąga po dostatecznie długim czasie
stałą strukturę wiekową, zależną jedynie od płodności
i umieralności, a niezależną od struktury populacji
początkowej (docelowy współczynnik przyrostu
naturalnego zwany jest współczynnikiem Lotki).
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Historia równań Lotki-Volterry Vito Volterra

Umberto d’Ancona (1896-1964), włoski biolog. Statystyczne
badania sprzedaży różnych gatunków ryb na targach we Fiume
(Rijeka), Trieście i Wenecji (Morze Adriatyckie).

Procent ryb drapieżnych sprzedawanych w porcie Fiume

1914 1915 1916 1917 1918 1919 1920 1921 1922 1923

12 21 22 21 36 27 16 16 15 11

W roku 1926 Umberto d’Ancona ożenił się z córką wybitnego
matematyka Vito Volterry (analiza funkcjonalna, równania
całkowe), wówczas już emerytowanego (66 lat), któremu
wkrótce udało się opracować matematyczny model tego
zjawiska.
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Historia równań Lotki-Volterry Vito Volterra

Umberto d’Ancona (1896-1964), włoski biolog. Statystyczne
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Historia równań Lotki-Volterry Vito Volterra

 

Vito Volterra (1860-1940) 

"Variazioni e fluttuazioni del numero d'individui 
in specie animali conviventi"  

Memorie della Reale Accademia Nazionale 
dei Lincei, ser. 6, vol. 2 (1926) 31-113. 
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Historia równań Lotki-Volterry Publikacje w “Nature” 1926-1927

© 1926 Nature Publishing Group © 1926 Nature Publishing Group
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Historia równań Lotki-Volterry Publikacje w “Nature” 1926-1927

© 1926 Nature Publishing Group

 

 

Letter 

Fluctuations in the Abundance of a Species 

considered Mathematically 

ALFRED J. LOTKA 

Nature 119, 12 (01 January 1927)    Published online: 01 January 1927 

doi:10.1038/119012a0 

Download Citation 

 

Abstract 

WITH regard to Prof. Volterra's interesting article, “Fluctuations in the Abundance 

of a Species considered Mathematically,” in NATURE of October 16, page 558, I 

may be permitted to point to certain prior publications on the subject, of which Prof. 

Volterra seems to be unaware. The general theory as well as a number of special cases 

have been set forth in “Elements of Physical Biology” (published by Williams and 

Wilkins, Baltimore, 1925), in which work a considerable number of references to the 

journal literature are given. Among other things Prof. Volterra's diagram “Fig. 2” will 

be found on page go of the book cited; the expression for the period of isochronous 

small oscillations in the case of two species is also found on the same page. Prof. 

Volterra refers to certain applications of his analysis to problems of sea fisheries, to 

a passage in Darwin's “Origin of Species,” to extinction of species, to pathogenic 

germs, and to parasitology. An application to sea fisheries is found in the book cited 

on page 95; to a passage in Herbert Spencer on page 61; to the extinction of species 

on pages 94, 95; to pathogenic germs on pages 77, 79, 147 et seq.; to parasitology on 

page 83. 

Author information 

Affiliations 

Metropolitan Life Insurance Company, New York City, October 29. 

ALFRED J. LOTKA 
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Historia równań Lotki-Volterry Publikacje w “Nature” 1926-1927

Trzecie Prawo Volterry

If we try to destroy individuals of both species
uniformly and proportionately to their number, the
average number of individuals of eaten species
grows and the average number of the eating species
diminishes.

Intuicyjnie podobne zjawisko przewidywał już. . .

Karol Darwin.

Jan Cieśliński Całkowanie układu równań Lotki-Volterry Białystok, 19.12.2017 10 / 34
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Historia równań Lotki-Volterry Publikacje w “Nature” 1926-1927

Outline Predator and prey. Competition between species. The n-dimensional Lotka-Volterra equation. Replicator dynamics and evolutionary stable strategies. Evolutionary stable states. Entropy.

A moral lesson.

If the prey are “pests” and the predators are their natural enemies,
applying non-specific insecticides may actually increase the pest
population.

Shlomo Sternberg

Lecture 15 Lotka-Volterra.
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Równanie Lotki-Volterry

Najprostszy układ Lotki-Volterry

dx
dt

= Ax − Bxy ,

dy
dt

= −Cy + Dxy ,

(1)

gdzie x = x(t), y = y(t), zaś A,B,C,D są stałe

Jan Cieśliński Całkowanie układu równań Lotki-Volterry Białystok, 19.12.2017 12 / 34



Równanie Lotki-Volterry

A.J.Lotka, Undamped oscillations derived from the law of mass action,

Journal of American Chemical Society 42:8 (1920) 1595–1599

dx
dy

=
(A− By)x
(Dx − C)y

(2)

Rozwiązanie w postaci funkcji uwikłanej

−A ln y + By − C ln x + Dx = const (3)
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Równanie Lotki-Volterry

Przypadek C = A ma postać parametryczną

x(s) =
A

2D

(
As ±

√
(As)2 + 4KeAs

)

y(s) =
A

2B

(
As ∓

√
(As)2 + 4KeAs

) (4)

K = −BD
A2 x0y0 exp

(
−Dx0 + By0

A

)
(5)

Okres obiegu można wyrazić używając funkcję i Lamberta W ,
będącej funkcją odwrotną do funkcji f (x) = xex , czyli
x = W (x) exp W (x).
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Równanie Lotki-Volterry

Outline Predator and prey. Competition between species. The n-dimensional Lotka-Volterra equation. Replicator dynamics and evolutionary stable strategies. Evolutionary stable states. Entropy.

Some trajectories.
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Shlomo Sternberg

Lecture 15 Lotka-Volterra.
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Równanie Lotki-Volterry

Całka energii i równania Hamiltona

Układ Lotki Volterry (1) ma całkę energii

H(x , y) = −A ln y + By − C ln x + Dx (6)

oraz sformułowanie poissonowskie (hamiltonowskie
niekanoniczne)

d
dt

(
x
y

)
=

(
0 xy
−xy 0

)
∇H(x , y) (7)

gdzie ∇H(x , y) =

(
∂H
∂x

,
∂H
∂y

)T

.
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Metody numeryczne Metody Eulera

Równanie:
d~x
dt

= F (~x), F (x , y) =

(
Ax − Bxy
Dxy − Cy

)
, ~x ≡ (x , y)

Metody Eulera:
Otwarta (explicit), ~xn+1 = ~xn + hF (~xn): spirale rozwijające się
Zamknięta (implicit), ~xn+1 = ~xn + hF (~xn+1): zwijające się
Symplektyczna (partitioned), ~xn+1 = ~xn + hF (xn, yn+1):

xn+1 = xn + hxn(A− Byn+1)

yn+1 = yn + hyn+1(Dxn − C) .
(8)

Krzywe zamknięte (ale nie trajektorie dokładne).
Dodatniość wykazali Beck i Gander (BIT, 2015)

Metody Rungego-Kutty są znacznie dokładniejsze, ale na ogół
nie zachowują stałej amplitudy wahań, czy okresowości (chyba,
że są symplektyczne).
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Metody numeryczne Niekonwencjonalna metoda Kahana (1993)

William Kahan (1993):

xn+1 − xn = 1
2hA(xn+1 + xn)− 1

2hB(xn+1yn + xnyn+1)

yn+1 − yn = −1
2hC(yn+1 + yn) + 1

2hD(xn+1yn + xnyn+1)
(9)

J.M.∗) Sanz-Serna (1994, symplektyczność). Zachowana jest
2-forma:

dx ∧ dy
xy

(10)

(struktura niekanoniczna). Dlatego krzywe są zamknięte.
Biracjonalność (transformacja odwrotna jest funkcją wymierną).

∗) Jesús María
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Metody numeryczne Mickens’ nonstandard finite difference scheme

Dula, Mickens (2017):

xn+1 − xn

Φ(A,h)
= Axn − Bxn+1yn ,

yn+1 − yn

Ψ(C,h)
= −Cyn + Dxn+1yn

(11)

gdzie: Φ(A,h) = (ehA − 1)/A, Ψ(C,h) = (1− e−hC)/C.

Schemat ten zachowuje: punkt stały, dodatniość rozwiązań,
trajektorie x = 0 oraz y = 0 (dokładnie), periodyczność małych
drgań wokół położenia równowagi.

Jan Cieśliński Całkowanie układu równań Lotki-Volterry Białystok, 19.12.2017 19 / 34



Metoda dyskretnego gradientu

Metoda dyskretnego gradientu

Niech H(x , y) = T (y) + V (x). Wtedy schemat numeryczny
“dyskretnego gradientu” ma postać

xn+1 − xn

ε
= xnyn

T (yn+1)− T (yn)

yn+1 − yn
,

yn+1 − yn

ε
= −xnyn

V (xn+1)− V (xn)

xn+1 − xn
.

(12)

W naszym przypadku: T (y) = By − A ln y , V (x) = Dx − C ln x .
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Metoda dyskretnego gradientu

Metoda dyskretnego gradientu

xn+1 − xn

ε
= xnyn

−B +
A ln

∣∣∣yn+1
yn

∣∣∣
yn+1 − yn

 ,

yn+1 − yn

ε
= xnyn

D +
−C ln

∣∣∣ xn+1
xn

∣∣∣
xn+1 − xn

 ,

(13)

Eksperymenty numeryczne przeprowadzono dla:

ẋ = x(y − 2) ,

ẏ = y(1− x) ,
(14)

czyli A = 2,B = 1,C = 1,D = 1. Wtedy:

H = x + y − ln |x | − 2 ln |y | . (15)
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Metoda dyskretnego gradientu

Zamiana zmiennych x = eq, y = ep, przekształca (1) w:

q̇ = A− Bep ,

ṗ = Deq − C .
(16)

To kanoniczny układ hamiltonowski, q̇ =
∂H
∂p

, ṗ = −∂H
∂q

, gdzie

H = Bep + Deq − Ap − Cq (17)

Jeśli
A
B
> 0 oraz

C
D
> 0, to układ (16) ma położenie równowagi

p = ln
∣∣∣∣∣AB
∣∣∣∣∣ , q = ln

∣∣∣∣∣CD
∣∣∣∣∣ . (18)

Jan Cieśliński Całkowanie układu równań Lotki-Volterry Białystok, 19.12.2017 22 / 34



Metoda dyskretnego gradientu

Schemat dyskretnego gradientu
Greenspan, LaBudde, Gonzales, Quispel, McLachlan

qn+1 − qn

ε
= A + B

epn+1 − epn

pn+1 − pn
,

pn+1 − pn

ε
= C + D

eqn+1 − eqn

qn+1 − qn
,

(19)

Uwaga: ε ≡ h, krok czasowy.
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A class of trajectory-preserving integrators

Poprawiony schemat dyskretnego gradientu
Cieśliński, Ratkieiwcz

qn+1 − qn

δ
= A− B

epn+1 − epn

pn+1 − pn
,

pn+1 − pn

δ
= −C + D

eqn+1 − eqn

qn+1 − qn
,

(20)

gdzie δ jest dowolną funkcją xn, xn+1, ε spełniającą

lim
ε→0

δ(xn, xn+1, ε)

ε
= 1 . (21)

Twierdzenie. Dowolny schemat numeryczny postaci (20)
zachowuje dokładnie (up to a round-off error) wszystkie
trajektorie układu (16).
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A class of trajectory-preserving integrators

Uogólnienie

Twierdzenie stosuje się do dowolnego układu o jednym stopniu
swobody mającego sformułowanie poissonowskie (rozszerzenie
na większy wymiar też jest możliwe).

Niech:

d
dt

(
x
y

)
=

(
0 f (x , y)

−f (x , y) 0

)
∇H(x , y) (22)

gdzie ∇H(x , y) =

(
∂H
∂x

,
∂H
∂y

)T

.
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A class of trajectory-preserving integrators

c.d.
Wtedy schemat numeryczny

xn+1 − xn

δn
= f (xn, yn)

∆2H
yn+1 − yn

,

yn+1 − yn

δn
= −f (xn, yn)

∆1H
xn+1 − xn

,

(23)

gdzie

∆1H + ∆2H = H(xn+1, yn+1)− H(xn, yn) , (24)

ściśle zachowuje wszystkie trajektorie układu (22) w przestrzeni
fazowej (x , y), dla dowolnej funkcji δ, która może zależeć od ε i
xn, yn, xn+1, yn+1 (również poprzez f ), byle by spełniała warunek
konsystencji (21).
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A class of trajectory-preserving integrators

c.d.

Jeśli H(x,y) = T (y) + V (x), to:

xn+1 − xn

δn
= f (xn, yn)

T (yn+1)− T (yn)

yn+1 − yn
,

yn+1 − yn

δn
= −f (xn, yn)

V (xn+1)− V (xn)

xn+1 − xn
,

(25)
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A class of trajectory-preserving integrators

xn+1 − xn

δ(x̄ , ȳ)
= f (x̄ , ȳ)

T (yn+1)− T (yn)

yn+1 − yn
,

yn+1 − yn

δ(x̄ , ȳ)
= −f (x̄ , ȳ)

V (xn+1)− V (xn)

xn+1 − xn
,

(26)

gdzie (można wykazać i obliczyć):

δ =
2
ωn

tg
ωε

2
, ω =

√
T ′′(ȳ)V ′′(x̄) =

√
AC

x̄2ȳ2 . (27)

przy czym na przykład albo x̄ = xn, ȳ = yn, albo (“przypadek
symetryczny”) x̄ = 1

2(xn + xn+1), ȳ = 1
2(yn + yn+1).
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A class of trajectory-preserving integrators

Mamy xn, yn. Wówczas xn+1, yn+1 otrzymujemy iteracyjnie (np.
metoda punktu stałego). Iterujemy x , y → x̃ , ỹ ("do skutku"), a
gdy uznamy dokladnosc za wystarczajaca̧, to uznajemy to co
wyszlo za xn+1, yn+1 (czyli x̃ → xn+1, ỹ → yn+1). Iteracja zadana
jest przez:

x̃ = xn + δ(
x + xn

2
,
y + yn

2
)f (

x + xn

2
,
y + yn

2
)

T (y)− T (yn)

y − yn
,

ỹ = yn − δ(
x + xn

2
,
y + yn

2
)f (

x + xn

2
,
y + yn

2
)

V (x)− V (xn)

x − xn
,

(28)
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Podobnie

qn+1 − qn

δn
= A + B

epn+1 − epn

pn+1 − pn
,

pn+1 − pn

δn
= C + D

eqn+1 − eqn

qn+1 − qn
,

(29)

gdzie

δn =
2
ωn

tg
ωnε

2
(30)

ωn =
√

T ′′(p̄)V ′′(q̄) =
√

BD exp
p̄ + q̄

2
. (31)
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Znajomość dokładnego kształtu krzywych y(x) nie daje informacji o ewolucji 
czasowej układu x(t) i y(t). Można z góry założyć, że metoda dyskretnego 
gradientu odtwarza dobrze zachowanie układu tylko jakościowo. 

 

Wykres 6.2. Typowy obraz oscylacji czasowych w badanym modelu Lotki-Volterry, 
metoda dyskretnego gradientu, x0 = 3.5, y0 = 2.0 (εεεε = 0.1). 

 
Kolejne trzy wykresy pokazują dokładność działania metody dyskretnego 

gradientu, lokalnie dokładnego dyskretnego gradientu i jego symetrycznej 
modyfikacji na przykładzie średniego okresu drgań. 

 

Wykres 6.3. Średni okres drgań modelu w funkcji εεεε. Romby – dyskretny gradient; 
kwadraty – lokalnie dokładny dyskretny gradient; trójkąty – jego symetryczna 
modyfikacja; x0 = 3.0, y0 = 1.5. 

Jan Cieśliński Całkowanie układu równań Lotki-Volterry Białystok, 19.12.2017 31 / 34



Eksperymenty numeryczne Bogusław Ratkiewicz, doktorat na UAM

 
 
 

 108 

 

Wykres 6.4. Średni okres drgań modelu w funkcji εεεε. Kwadraty – lokalnie dokładny 
dyskretny gradient; trójk ąty – jego symetryczna modyfikacja; x0 = 3.0, y0 = 1.5. 

 

Wykres 6.5. Średni okres drgań modelu w funkcji εεεε. Kwadraty – lokalnie dokładny 
dyskretny gradient; trójk ąty – jego symetryczna modyfikacja; x0 = 3.0, y0 = 1.5. 

 
Wykresy 6.3 do 6.5 pokazują dobre asymptotyczne zachowanie badanych 

dyskretyzacji i jednocześnie ogromną przewagę w dokładności odtwarzania 
przebiegu czasowego wykazywaną przez zmodyfikowane wersje dyskretnego 

gradientu. Standardowy dyskretny gradient zbiega wraz ze zmniejszaniem ε do 
tej samej wartości okresu drgań jednak znacznie wolniej (tabela 6.1). 
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Tabela 6.1. Średni okres drgań badanych dyskretyzacji w granicy małych εεεε, x0 = 3.0, 
y0 = 1.5. 

ε grad gzd2 gzd2s 
0.00001 4.99992010492491 4.99992010483907 4.99992010483907 
0.0001 4.99992011327211 4.99992010493938 4.99992010493938 
0.0005 4.99992031328001 4.99992010495026 4.99992010495014 
0.001 4.99992093826957 4.99992010495077 4.99992010495111 
0.005 4.99994093770013 4.99992010488738 4.99992010512322 
0.01 5.00000343265346 4.99992010379249 4.99992010759092 

 
Na podstawie danych z tabeli 6.1, możemy przyjąć, że znamy okres drgań 

układu z dokładnością na poziomie 10-13. Posługując się tą wartością 
w zastępstwie okresu faktycznego, który jest nieznany, wyznaczono względne 
odchylenia od okresu „teoretycznego” w powyższym sensie. Przykładowe 
wyniki znajdziemy na wykresie 6.6. 

 

 

Wykres 6.6. Względne odchylenie okresu badanych dyskretyzacji od „teorii” jako 
funkcja εεεε. Romby – dyskretny gradient; kwadraty – lokalnie dokładny dyskretny 
gradient; trójk ąty – jego symetryczna modyfikacja; x0 = 3.0, y0 = 2.0. 

 
Lokalnie dokładna modyfikacja metody dyskretnego gradientu przewyższa ją 

o 6-7 rzędów wielkości przy małych wartościach ε i o 2 rzędy wielkości przy 

dużych ε. Sytuacja jest podobna dla innych warunków początkowych. 
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Open problems

Czy zmodyfikowana metoda dyskretnego gradientu jest
obliczeniowo korzystniejsza od metody Kahana?
Przypadek 2-wymiarowy Lotki-Volterry z
“samoodziaływaniem”
Metoda dyskretnego gradientu i jej modyfikacje dla
wielowymiarowych modeli Lotki-Volterry

Dziękuję za uwagę!
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