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Historia réwnan Lotki-Volterry
Streszczenie

o Uktad Lotki-Volterry jest prostym modelem typu
"drapieznik-ofiara", opisujacym koegzystencje dwéch
populaciji.

@ Rownania tego typu powszechnie wystepujg w
zastosowaniach, zwtaszcza w biologii, chemii, ekologii czy
medycynie.

o Krétko omédwione zostang wtasnosci rbwnania i rownanie
trajektorii (w postaci funkcji uwiktanej).

o Gtéwnym tematem beda geometryczne metody
numeryczne, dokfadnie zachowujgce wszystkie cechy
rozwigzan tego rownania.
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Historia réwnan Lotki-Volterry Alfred J. Lotka
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Alfred J. Lotka (1880-1949),
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chemik, fizyk, statystyk, aktuariusz. 1025
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réwnan Lotki-Volterry

FUNDAMENTAL EQUATIONS OF KINETICS 67

able faithfulness, as will be seen from table 2 and the graph shown
in figure 4. Numerically the formula (12) here takes the form

197,273,000

- o

and the time ¢ (in years) is dated from April 1, 1914 (¢, being negative
for dates anterior to this). This epoch is one of peculiar interest.
It represents the turning point when the population passed from a
progressively increasing to a progressively diminishing rate of growth.
Incidentally it is interesting to note that if the population of the

TABLE 2
Results of fitting United States population data 1790 to 1910 by equation (14)
ALcTLATED TORD-

rnan omsmmvaDsoroLamoN | xirioN nysaviTIOY -

1790 3,029,000 3,929,000 0
1800 5,308,000 5,336,000 28,000
1810 7,240,000 7,228,000 —12,000
1820 9,638,000 9,757,000 +119,000
1830 12,866,000 13,109,000 +243,000
1840 17,069,000 17,506,000 +437,000
1850 23,192,000 23,192,000 0
1860 31,443,000 30,412,000 —1,031,000
1870 38,558,000 39,372,000 +814,000
1880 50,156,000 50,177,000 +21,000
1890 62,948,000 62,769,000 —179,000
1900 75,995,000 76,870,000 +875,000
1010 91,972,000 91,972,000 [

United States continues to follow this growth curve in future years,
it will reach a maximum of some 197 million souls, about double its
present population, by the year 2060 or so. Such a forecast as this,
based on a rather heroic lation, and made in i of the
physical factors that impose the limit, must, of course, be accepted
with

(1925) dedykowana Poyntingow

FUNDAMENTAL EQUATIONS OF KINETICS 89

It will be con\ement first of all to consnder an approximation.”
ts 3, v, ete., are Iy small, we shall have,

If the coeffici
for values of V'y, V2 not too large, essentially
d‘—\? = Ni(r1 — aNz)
(29)
‘%’ = Nalka = d2) ]
le Ni(ri — aNy) (30)
st Na(k'aNy — da)
Integrating, and putting
d:
Ni=ztpt=ztp @31
N,5v+§=y+q (32)
we obtain
ds log(z + p) + 1 logly + @) — kaz —ay =M (33)

where M is an arbitrary constant of integration. Expanding by
Taylor’s theorem we find

)+n(logq—§+§,— .4)==M' @349

By giving successively different values to the arbitrary constant
M’ a family of closed curves is obtained for the plot of (34) in rec-
tangular codrdinates, as indicated in figure 13. In the neighborhood
of the origin, where terms of higher than second degree are negligible,
(34) reduces simply to

w“, f?’f = constant (35)

7

and the integral curves are small ellipses.
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Historia réwnan Lotki-Volterry Monografia (1925) dedykowana Poyntingowi

Dygresja: Prawa Lotki (statystyka)

Bibliometria, lingwistyka (1926). Liczba autorow
cytowanych n razy (albo majgcych w danej dziedzinie
n publikaciji) jest odwrotnie proporcjonalna do n?
(8cidlej: do pewnej potegi w przyblizeniu réwnej 2).

Demografia (1939). Struktura populacji zamknietej,
charakteryzujacej sie statg ptodnoscia i
umieralnoscig, osigga po dostatecznie dtugim czasie
statg strukture wiekowg, zalezng jedynie od ptodnosci
i umieralnoéci, a niezalezng od struktury populaciji
poczgtkowej (docelowy wspotczynnik przyrostu
naturalnego zwany jest wspétczynnikiem Lotki).
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Historia réwnan Lotki-Volterry Vito Volterra

Umberto d’Ancona (1896-1964), wioski biolog. Statystyczne
badania sprzedazy r6znych gatunkéw ryb na targach we Fiume
(Rijeka), Triescie i Wenecji (Morze Adriatyckie).

Procent ryb drapieznych sprzedawanych w porcie Fiume

1914 | 1915 | 1916 | 1917 | 1918 | 1919 | 1920 | 1921 | 1922 | 1923

12 21 22 21 36 27 16 16 15 11
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Historia réwnan Lotki-Volterry Vito Volterra

Umberto d’Ancona (1896-1964), wioski biolog. Statystyczne
badania sprzedazy r6znych gatunkéw ryb na targach we Fiume
(Rijeka), Triescie i Wenecji (Morze Adriatyckie).

Procent ryb drapieznych sprzedawanych w porcie Fiume

1914 | 1915 | 1916 | 1917 | 1918 | 1919 | 1920 | 1921 | 1922 | 1923

12 21 22 21 36 27 16 16 15 11

W roku 1926 Umberto d’Ancona ozenit sie z cérkg wybitnego
matematyka Vito Volterry (analiza funkcjonalna, rownania
catkowe), wéwczas juz emerytowanego (66 lat), ktéremu
wkrotce udato sie opracowaé matematyczny model tego
zjawiska.

Jan Cieslinski Catkowanie uktadu réwnan Lotki-Volterry Biatystok, 19.12.2017 6/34



Historia réwnan Lotki-Volterry

Vito Volterra (1860-1940)

"Variazioni e fluttuazioni del numero d'individui
in specie animali conviventi"

Memorie della Reale Accademia Nazionale
dei Lincei, ser. 6, vol. 2 (1926) 31-113.

Cieslinski

Vito Volterra

dividui

Variazioni e fluttuazioni del numero d'
in specie animali conviventi

Memoria del Socio VITO VOLTERRA

P,

¢ PRI,

4 1. Considerazioni generali.

L Mi perwetto presentare alowni studi sulla coabit in un
medesimo ambiente e che esercituno le une sulle altre azioni scambievoli in
auanto si disputano wn medesino nutrimento o si nutrono le wne delle altre (1).

wiagine appros-
mo momento, molto

se i risultati che si otten
gono corrispondono alle .»uam\g statistiche ¢ quindi saggire ln giustezza delle
ipotesi di pactenza e avere il tereno preparato per nosi risultati. Quindi con-
litre I'npplicazione al ealeolo, di schematizare il fenomeno is
Tando le azioni che si voglinno esaminare ¢ suppouendole funzionare du sole,
trascurando lo altre, Ora » ipendono dalle
condizioni smbientali della voracitd di specie
coabitanti ¢ della loro poteuza riproduttiva, quindi wi porro nelle condizioni
traso (

Prima di trattare cagi generali ho desiderato considerare dei casi parti-
Lo el stava fu-
ot o posorior ud s, i

(1)1 Dot Unborto 1" Aucoms i avava it o otratte
eondo wulla posea nel
o

i
coma b fatto In questa pagine el o risolcerlo

3 a0t io che lasorava
rano cispettivamente
conl

ue specio una delle quali si nutre del
innto el tare quello della specio

Gl pud ginstitcar o i sous pousose i pubblicare quests ricerche, semplici dal punto
vista analitico, wa cho por civano nuove
Successivo § (Parte terza 8.) ho considerato anclie 1a suvrapposisions di queste
i ambientali poriodicle,

Classr n s s — Mot = Val 11, %o
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Historia réwnan Lotki-Volterry

[OcTosR 16, 1926
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Fluctuations in the Abundance of a

By Brof. Viro Vousiasa, For. Mem. RS,

A CONSIDERKTION of biologicl asociaions, or

l inteacionsbetween tw or more

cether, has lod m

atical results whichmay be ¢t forth 4 [ollows
"he fst cae 1 bave consider
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.
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e and
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Species considered Mathematicaly.!
President of the R. Accademia dei Lincei.

| Buctuntion o the two species: and 3 give

rent .m.hu t)du‘ comspand:

the number of

representing

“The co-ordinates of a point on a cycle are the con-
current values of the numbers of individuals of the
o speis, those of the cntal pine 1 v e
ean yalues; and th following 1aws have becn deduced
from integration of the differential equations which
reprsent e uctution:

of the two species s perioli,

increases, w}
ncrsse, with the inree of the qumber
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with equal periods but ullh diferent
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e

T
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the caten specis incease the average numbers of
m the cue o ual Scuatons, we have he ok

Ty Sovl Ruceuatons sco_isohronous, e thee
period is.

not. sensibly affected cither by the initial
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(:y "The period of fluctuation i propor the
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t specics to double jtself, and for the second species
o sl toball. i th s apecies doubles sl
inthe tme 1 and the second spci

in the time f, the perod is T 25 /77 o 1/1.:.
(3) The steady destruction or lndlvsdunls of the
cating specics_accelerates the Auctuation, and U
detaicianof dividal o the catenspecis etars -
With the contemporancous and uniform destruction
of individuals of the two specie, the raio between
e amplide of the fuctuion of the catn e

, in respect o the
ntee 2 of the primitve curve, dowmwards and to
right; this reveals an augmentation of the average
als of the it speces, and
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Letter

Fluctuations in the Abundance of a Species
considered Mathematically
ALFRED J. LOTKA

Nature 119, 12 (01 January 1927)
oi:10.1038/11901220
Download Citation

Published online: 01 January 1927

Abstract

WITH regard to Prof. Volterra's interesting article, “Fluctuations in the Abundance
of a Species considered Mathematically,” in NATURE of October 16, page 558, 1
may be permitted to point to certain prior publications on the subject, of which Prof.
Volterra seems to be unaware. The general theory as well as a number of special cases
have been set forth in “Elements of Physical Biology” (published by Williams and
‘Wilkins, Baltimore, 1925), in which work a considerable number of references to the
journal literature are given. Among other things Prof. Volterra's diagram “Fig. 2” will
be found on page go of the book cited; the expression for the period of isochronous
small oscillations in the case of two species is also found on the same page. Prof.
Volterra refers to certain applications of his analysis to problems of sea fisheries, to
a passage in Darwin's “Origin of Species.” to extinction of species, to pathogenic
germs, and to parasitology. An application to sca fisheries is found in the book cited
on page 95; to a passage in Herbert Spencer on page 61; to the extinction of species
on pages 94, 95; to pathogenic germs on pages 77, 79, 147 ef seq.; lo parasitology on
page 83.

Author information

Affiliations
Metropolitan Life Insurance Company, New York City, October 29.
ALFRED J. LOTKA

otki-Volterry
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Historia réwnan Lotki-Volterry Publikacje w “Nature” 1926-1927

Trzecie Prawo Volterry

If we try to destroy individuals of both species
uniformly and proportionately to their number, the
average number of individuals of eaten species
grows and the average number of the eating species
diminishes.
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Historia réwnan Lotki-Volterry Publikacje w “Nature” 1926-1927

Trzecie Prawo Volterry

If we try to destroy individuals of both species
uniformly and proportionately to their number, the
average number of individuals of eaten species
grows and the average number of the eating species
diminishes.

Intuicyjnie podobne zjawisko przewidywat juz. ..

10/34
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Historia réwnan Lotki-Volterry Publikacje w “Nature” 1926-1927

Trzecie Prawo Volterry

If we try to destroy individuals of both species
uniformly and proportionately to their number, the
average number of individuals of eaten species
grows and the average number of the eating species
diminishes.

Intuicyjnie podobne zjawisko przewidywat juz. ..

Karol Darwin.
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A moral lesson.

If the prey are “pests” and the predators are their natural enemies,
applying non-specific insecticides may actually increase the pest
population.

Shlomo Sternberg

Lecture 15 Lotka-Volterra.
Jan Cieslinski Catkowanie uktadu réwnan Lotki-Volterry




Réwnanie Lotki-Volterry

Najprostszy uktad Lotki-Volterry

ax
E_Ax—Bxy,

ay
E__C}HL Dxy |

gdzie x = x(t), y = y(t), zas A, B, C, D sg state
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Réwnanie Lotki-Volterry

A.J.Lotka, Undamped oscillations derived from the law of mass action,

Journal of American Chemical Society 42:8 (1920) 1595—-1599

dx  (A-By)x
dy (Dx—C)y

Rozwigzanie w postaci funkcji uwiktane;j

—Alny + By — CInx + Dx = const

Jan Cieslinski Catkowanie uktadu réwnan Lotki-Volterry
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Réwnanie Lotki-Volterry

Przypadek C = A ma postac¢ parametryczng

x(s) = % (As + \/ (As)? + 4KeAS)
(4)

y(s) = % (As ¥ \/ (As)? + 4KeAS>
K= ig XoYo €XP < %) (5)

Okres obiegu mozna wyrazi¢ uzywajac funkcje i Lamberta W,
bedacej funkcjg odwrotng do funkcji f(x) = xe*, czyli
x = W(x)exp W(x).
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Réwnanie Lotki-Volterry

Catka energii i rownania Hamiltona

Uktad Lotki Volterry (1) ma catke energii
H(x,y)=—Alny + By — CInx + Dx (6)

oraz sformutowanie poissonowskie (hamiltonowskie
niekanoniczne)

d [ x 0 xy
S()-( 2, )wmonn "

oH 8H>T

gdZ|e VH(X,y) - (a—x, W
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Metody numeryczne Metody Eulera

—

- L axX o [ Ax—Bxy S
Réwnanie: o F(x), F(x,y)= ( Dxy — Cy > X=(x,¥)
Metody Eulera:

o Otwarta (explicit), X1 = X, + hF(X,): spirale rozwijajace sie

@ Zamknieta (implicit), X,.1 = X, + hF(X,.1): zwijajace sie

@ Symplektyczna (partitioned), X,.1 = X, + hF(Xpn, ¥Yni1):

Xnt1 = Xnp + th(A - B}/n+1)
Yn+1 = Yn + hYni1(Dxp — C) .

Krzywe zamknigte (ale nie trajektorie doktadne).
Dodatnios¢ wykazali Beck i Gander (BIT, 2015)

Metody Rungego-Kutty sg znacznie doktadniejsze, ale na og6t
nie zachowujg statej amplitudy wahan, czy okresowosci (chyba,
Ze sg symplektyczne).
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William Kahan (1993):

X1 — Xp = $hA(Xns1 + Xn) — shB(Xn11Yn + XnYni1)

(9)
Ynt1 — Yn= _%hC(YH-H + yn) + %hD(Xn-H.Vn + Xn}’n—H)
J.M.») Sanz-Serna (1994, symplektyczno$¢). Zachowana jest
2-forma:
ax A dy (10)
Xy

(struktura niekanoniczna). Dlatego krzywe sg zamknigte.
Biracjonalnos¢ (transformacja odwrotna jest funkcjg wymierna).

) JesUs Maria

Jan Cieslinski Catkowanie uktadu réwnan Lotki-Volterry Biatystok, 19.12.2017 18/34



Metody numeryczne Mickens’ nonstandard finite difference scheme

Dula, Mickens (2017):

X — X
W = AXp = BXay1¥n an
% = —CYy+ Dxni1ys

gdzie: ®(A h)=(e™—-1)/A, W(C,h)=(1-e")/C.

Schemat ten zachowuje: punkt staty, dodatnio$¢ rozwigzan,
trajektorie x = 0 oraz y = 0 (dokfadnie), periodyczno$¢ matych
drgan wokoét potozenia rownowagi.
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Metoda dyskretnego gradientu

Niech H(x,y) = T(y) + V(x). Wtedy schemat numeryczny
“dyskretnego gradientu” ma postac

Xnt1 — Xp Xy, T(Yni1) — T(Vn)

— AnJn )

€ Ynt1 — Yn
(12)
Yot = ¥n V(Xnt1) — V(Xn)
€ = Xl Xn+1 — Xn '

W naszym przypadku: T(y) = By — Alny, V(x)=Dx — Clnx.
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Metoda dyskretnego gradientu

Xnst — Xn Aln |7
- = XnYn <—B+ m) ;
(13)
Yn1 — Vn —Cln Xs(_?
. = XnYn (D—f-m) )
Eksperymenty numeryczne przeprowadzono dla:
X=x(y—-2),
(14)
y=y1-x),
czyli A=2,B=1,C=1,D = 1. Wtedy:
H=x+y—In|x|—-2Inly]|. (15)
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Metoda dyskretnego gradientu

Zamiana zmiennych x = e9, y = eP, przeksztatca (1) w:

qg=A- Be”,
(16)
p=Del—-C.
: , .. OH . oH :
To kanoniczny uktad hamiltonowski, g = p’ p= ~ag’ gdzie
H = Be” + De? — Ap — Cq (17)
o A C o .
Jesli B~ 0 oraz D> 0, to uktad (16) ma potozenie réwnowagi
A C
p_InE , g=In 5‘. (18)
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Metoda dyskretnego gradientu

Schemat dyskretnego gradientu

Greenspan, LaBudde, Gonzales, Quispel, McLachlan

Qn+1 — Qn :A—I—Bepn+1 —ePr

€ Pn+1 — Pn 7
(19)

_ edn+1 — gln
pn+1 pn — C+ D

)
€ gn+1 — Qn

Uwaga: ¢ = h, krok czasowy.
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A class of trajectory-preserving integrators

Poprawiony schemat dyskretnego gradientu

Cieslinski, Ratkieiwcz

Qn+1 — Gn A Bep”+1 — gPbn 7
) Pn+1 — Pn

(20)
Pnt1 — Pn _ _C4t Deq"+1 — e
o qn+1 —0n ’
gdzie o jest dowolna funkcja x,, x,.1,c Spetniajaca
e—0 £

Twierdzenie. Dowolny schemat numeryczny postaci (20)
zachowuje dokfadnie (up to a round-off error) wszystkie
trajektorie uktadu (16).
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A class of trajectory-preserving integrators

Uogdblnienie

Twierdzenie stosuje sie do dowolnego uktadu o jednym stopniu
swobody majgcego sformutowanie poissonowskie (rozszerzenie
na wiekszy wymiar tez jest mozliwe).

Niech:
d(x)\ 0 f(x,y)
gt ( y > = ( —f(x,y) 0 ) VH(x,y) (22)
. OH oH\™
gdzie VH(x,y) = (67’@) )
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A class of trajectory-preserving integrators

c.d.
Wtedy schemat numeryczny
Xn+‘| - Xn AZH
- < = f X 9 VR
5n ( " yn)}/n+1 - Yn
(23)
Yn+1 — Yn AvH
- = _f X ) NV
dn ( 5 yn)Xn+1 — Xn
gdzie
A1H 4+ AoH = H(Xpi1, Yn1) — H(Xn, Yn) (24)

Scisle zachowuje wszystkie trajektorie uktadu (22) w przestrzeni
fazowej (x, y), dla dowolnej funkcji 9, ktéra moze zaleze¢ od ¢ i

Xn, Yn, Xni1, Yni1 (rbwniez poprzez f), byle by spetniata warunek

konsystenciji (21).
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A class of trajectory-preserving integrators

c.d.

Jesli H(x,y) =T (y) + V (x), to:

Xnt1 — Xn T(Yni1) — T(¥n)
- = f X, 9 9
5n ( " yn) yn+1 _yn
(25)
Ynt1 —Yn _ V(Xn+1) B V(Xn)
5n - f(men) Xn+1 o Xn )
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A class of trajectory-preserving integrators

Xny1 — Xn T(yn+1) - T(yn)

p— — f i,_ )
3(X,¥) 2 Yot1 = Yn )
(26
Yni1 — Yn =y V(Xpi1) = V(Xn)
rree———— _f X, 5
6(X,¥) %) Xny1 — Xn

gdzie (mozna wykazac i obliczy¢):

2 ——_ AC
6:w—tg%g, w:,/T"(y)v"(x:,/)_(z}_/z. (27)

przy czym na przyktad albo x = x,,, ¥ = y», albo (“przypadek
symetryczny”) X = 5(Xp + Xn1), ¥ = 3(Vn + Yni1)-
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A class of trajectory-preserving integrators

Mamy x,, y,. Woéwczas X, 1, Vo1 Otrzymujemy iteracyjnie (np.
metoda punktu statego). Iterujemy x, y — X, y ("do skutku"), a
gdy uznamy dokladnosc za wystarczajaca, to uznajemy to co
wyszlo za X,y1, Yni1 (CZYli X — Xpi1, ¥ — Yni1). lteracja zadana
jest przez:

. X+Xn Y+ Yoy X+ X0 ¥+ Yoy T(Y) = T(yn)
X=Xt 05— T 5 ) = =
o XX Y+ Yn XA Xn Y+ Yny V(X) = V(X)
y_yn 5( 2 ) 2 )f( 2 ) 2 ) X — X, )

(28)
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A class of trajectory-preserving integrators

Podobnie
Qnt1 — 0n A4 Bep”+1 — @Pn

5n pn+1 - pn 7
(29)
An+1 _ @fn
Prr =Pn _ o p®T =87
5n Qn+1 — Qn
gdzie
5p = Etg Wne (30)
Wn 2
— /T"(p)v"(q) = VBDexp P L9 (31)
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Wykres 6.2. Typowy obraz oscylacji czasowych w badgm modelu Lotki-Volterry,
metoda dyskretnego gradientu, x= 3.5,y = 2.0 = 0.1).

Kolejne trzy wykresy pokazujdoktadng¢ dziatania metody dyskretnego
gradientu, lokalnie doktadnego dyskretnego gradientjego symetrycznej
modyfikacji na przyktadziéredniego okresu drga

508 q

T
£.07 4
5.06 4

5.05 4

5.04 4

500 e ——=0 —
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5.0025 4 T torat na UAM

5.0020 4
5.0015 4
5.0010 4
5.0005 4
5.0000 3

4.9995 4
g

4.9990

0 00s iN] 0.15 0.2 025 03 035

Wykres 6.4.Sredni okres drgan modelu w funkcji & Kwadraty — lokalnie doktadny
dyskretny gradient; tréjk aty — jego symetryczna modyfikacja; ¥ = 3.0,yo = 1.5.

4.99992010515

4.99902010510

4.99902010505

4.99902010500

4.99902010495

4.98992010490

4.99992010485
=

4.99902010480

1} 0.0m 0.002 0003 0.004 0.005 0.006

Wykres 6.5.Sredni okres drgain modelu w funkcji & Kwadraty — lokalnie doktadny
dyskretny gradient; tr6jk aty — jego symetryczna modyfikacja; ¥ = 3.0,yo = 1.5.
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Eksperymenty numeryczne

Tabela 6.1.Sredni okres drgan badanych dyskretyzacji w granicy matyche, x, = 3.0,

Bogustaw Ratkiewicz, doktorat

Yo=1.5.
€ grad gzd2 gzd2s
0.00001 |4.99992010492491 | 4.99992010483907 | 4.99992010483907
0.0001 | 4.99992011327211 | 4.99992010493938 | 4.99992010493938
0.0005 | 4.99992031328001 | 4.99992010495026 | 4.99992010495014
0.001 4.99992093826957 | 4.99992010495077 | 4.99992010495111
0.005 4.99994093770013 | 4.99992010488738 | 4.99992010512322
0.01 5.00000343265346 | 4.99992010379249 | 4.99992010759092

Na podstawie danych z tabeli 6.1, zemy przyjé¢, ze znamy okres drga
uktadu z doktadnéxia na poziomie 10°. Postuguic sk ta wartcscia
w zastpstwie okresu faktycznego, ktéry jest nieznany, maczono wzgidne
odchylenia od okresu ,teoretycznego” w pasgym sensie. Przykladowe
wyniki znajdziemy na wykresie 6.6.

107 T T T T T T \
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Eksperymenty numeryczne Bogustaw Ratkiewicz, doktorat na UAM

Open problems

@ Czy zmodyfikowana metoda dyskretnego gradientu jest
obliczeniowo korzystniejsza od metody Kahana?

@ Przypadek 2-wymiarowy Lotki-Volterry z
“samoodziatywaniem”

@ Metoda dyskretnego gradientu i jej modyfikacje dla
wielowymiarowych modeli Lotki-Volterry
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Eksperymenty numeryczne Bogustaw Ratkiewicz, doktorat na UAM

Open problems

@ Czy zmodyfikowana metoda dyskretnego gradientu jest
obliczeniowo korzystniejsza od metody Kahana?

@ Przypadek 2-wymiarowy Lotki-Volterry z
“samoodziatywaniem”

@ Metoda dyskretnego gradientu i jej modyfikacje dla
wielowymiarowych modeli Lotki-Volterry

Dziekuje za uwage!
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